Algèbre

Soient x1,x 2,...,xn ( E un K-ev

x1,x 2,...,xn sont linéairement dépendant 

ssi (1 x1+( 2 x 2+...+(nxn = 0  Avec (i non tous nuls

· Des que l’un des xi est nul x1,x 2,...,xn sont linéairement dépendant.

· Si deux des xi sont égaux alors x1,x 2,...,xn sont linéairement dépendant.

· Si x1,x 2,...,xn sont linéairement dépendant alors l’un d’entre eux au moins est combinaison linéaire des autres.

· Si deux vecteurs sont linéairement dépendant alors ces deux vecteurs sont colinéaires.

Soient x1,x 2,...,xn ( E un K-ev 

x1,x 2,...,xn sont linéairement indépendant

Ssi (1 x1+( 2 x 2+...+(nxn = 0  est vrai que si (i sont tous nuls

· Si x1,x 2,...,xn sont linéairement indépendant alors xi (0

· Si x1,x 2,...,xn sont linéairement indépendant alors ils sont tous distinct.

· Si x1,x 2,...,xn sont linéairement indépendant alors tout sous-ensemble de 

     { x1,x 2,...,xn } est constitue de vecteur linéairement indépendants.

· Si x1,x 2,...,xn sont linéairement indépendant et si x n’est pas combinaison linéaire de  x1,x 2,...,xn alors x1,x 2,...,xn,x sont encore linéairement indépendant

Soit (xi) i(I une famille quelconque de vecteur de E un K-ev  (I peut être infini)

 La famille (xi) i(I est libre si pour tout sous-ensemble J fini contenu dans I, les vecteurs de la famille (xi) i(J sont linéairement indépendant.

· Si I est fini alors (xi) i(I est libre ssi les vecteurs de (xi) i(I sont linéairement indépendants.

Si tout élément de E un K-ev  peut s’écrire comme combinaison linéaire des vecteurs de la famille F alors la famille F est génératrice de E.

Une base est une famille libre et génératrice.

· Une base de E est une famille libre qui engendre E

Soit E un K-ev et (xi) i(I une base de E tout vecteur x de E peut s’écrire de façons uniques comme une combinaison linéaire des vecteurs de la base (xi) i(I. Les coefficients de cette combinaison linéaire sont appelle les coordonnées de x dans la base (xi) i(I.

Soient E et F deux espace vectoriel 

 Une application de E(F est linéaire 

  Ssi       ( x ,y (E               U(x+y)=U(x)+U(y)

             ( x(E et ((R        U((x)=(U(x)

L’ensemble des applications linéaire de E(F est note L k(E,F)

· Si F=K on dit une forme linéaire on note E* ou L k(E,R) 

· Si F=E on note L k(E) c’est un endomorphisme 

La composée de deux applications linéaires est une application linéaire 

Si F est une application linéaire bijective 

Alors on note Fˉ¹ sa réciproque qui est aussi une application linéaire.

Une application linéaire U:E(E (ou L k(E)) est un endomorphisme

Une application linéaire U:E(F bijective est un isomorphisme

Une application linéaire U:E(E bijective est un automorphisme et ce note GL(E)

Soient E et F des K-ev

· L k(E,F) est muni d’une structure de K-ev

· L k(E) est muni d’une structure d’anneau

· GL(E) est un groupe (non commutatif en général)

Soit U:E(F une application linéaire 

· Ker U = {x(E  / U(x)=0F }

· Im U = {y(F  /  ( x(E ,  y=U(x) }

· Ker U est un Sev de E

· Im U est un Sev de F
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Soit U:E(F une application linéaire

· Si U est injective alors Ker U ={0E}

· Si U est surjective alors Im U = F

2 type d’endomorphisme 

Soient E un K-ev et U(L k(E)  (U :E(E)

On dit que U est un projecteur si UoU=U

-    Si U est un projecteur alors   E = Ker U ( Im U

On dit que U est une symétrie si U(x)=x  (x(K


- Si U est une symétrie alors   E = Ker (U-IdE) ( Ker(U+IdE)

Soient deux application linéaire U et V ( L k(E,F)

Si U et V coïncide sur les éléments d’une base (xi) i(I de E  ( U(xi)=V(xi) )

Alors U et V sont égale.

Soit (xi) i(I une base de E

( (yi) i(I famille de vecteurs de F

( une seul application linéaire 

U:E(F 

xi ( yi  (i(I


U(xi)=yi
Si U:E(F une application linéaire et (xi) i(I une base de E

Alors U(xi) est une famille génératrice de Im U

Soient U :E(F une application linéaire  et (xi) i(I une base de E

· U est injective ssi U(xi) i(I est libre

· U est surjective ssi U(xi) i(I est une base de F

Soit F un K-ev 

· Si dim F=n et (x1,x 2,...,xn) une famille de vecteurs libre

      Alors la famille (x1,x 2,...,xn) est une base de F

· Si dim F=n et (x1,x 2,...,xn) une famille génératrice de F

Alors (x1,x 2,...,xn) est une base de F

Espace vectoriel de dimension finie 

Un espace vectoriel est dit de dimension finie s’il existe une partie finie A(E 

tel que E = Vect A

Théorème de la base incomplète 

Soient E un K-ev de dimension finie et A(E une partie finie qui engendre E tel que E=Vect A

Si pour toute partie L(A, constitue de vecteurs linéairement indépendants

Alors il existe B tel que L(B(A 

· les vecteurs de B forment une bases de E 

· E=Vect B

Théorème de la dimension

Si E un K-ev de dimension finie

Alors toutes bases de E sont finie et ont le même nombre d’éléments.

Ce nombre est appelle la dimension de E sur K et ce note dimKE ou plus simplement dim E

Soit E un K-ev et soit x1,x 2,...,xp  p vecteurs de E

Si y1, y2,…,yp+1 sont p+1 vecteurs combinaison linéaire de x1,x 2,...,xp
Alors y1, y2,…,yp+1 sont linéairement dépendant.

Soit E un K-ev de dimension n

· Si x1,x 2,...,xp est libre 

     Alors p(n

· Si p=n 

Alors x1,x 2,...,xp est une base de E

· Si x1,x 2,...,xp est génératrice 

     Alors p(n

· Si p=n 

Alors x1,x 2,...,xp est une base de E 

Soit E un K-ev de dimension fini

Alors tout sous espaces vectoriel F de E est aussi de dimension finie 

et dim F(dim E

· Si dim E=dim F 

     Alors E=F

Soient E un K-ev de dimension n et F un sous espace vectoriel de E

· Si dim F=1

Alors F est une droite de E

· Si dim F=2

Alors F est un plan de E

· Si dim F=3

Alors F est un hyperplan de E

Soient E un K-ev de dimension fini 

Si F est un sous espace vectoriel de E

Alors F admet au moins un supplémentaires G tel que G soit un sous espace   

 
vectoriel de E et que   E = F ( G

Théorème du rang 

Soit une application U( L k(E,F) 

Si E et F sont de dimension fini  

Alors Im U le sous espace vectoriel de F  est de dimension fini et sa dimension est appelle rang de U

Soient U( L k(E,F) et E’ un supplémentaire quelconque de Ker U (E=Ker U(E’)

Alors la restriction de U à E’ est injective et même un isomorphisme de E’ sur Im U

Soient E et F des K-ev de dimension fini et U(L k(E,F)

Alors dim E = dim ( Ker U ) ( rg U


Soit U(L k(E,F)

Si dim E = dim F

Alors
-     Si U est injectif 


      Alors U est surjectif et U est bijectif

· Si U est surjectif 

Alors U est injectif et U est bijectif

Formule de Grassmann

Soient E un K-ev de dimension fini et F et G des sous espaces vectoriels de E


Alors 

Matrice et application linéaire 




A =            



   
A(Mnp (K)
 matrice à n lignes











     et p colonnes


                       A=( aij)  {1(i(n , 1(j(p}

Si n=p on a Mn (K) l’ensemble des matrices carrées

Somme  de  A=(aij)  {1(i(n , 1(j(p}  et  B =(bij)  {1(i(n , 1(j(p}


A+B= (aij + bij)  {1(i(n , 1(j(p}

Multiplication par un scalaire ( de A=( aij)  {1(i(n , 1(j(p}

( A=((aij)  {1(i(n , 1(j(p}

D’après ces deux opérations on à Mnp (K)est un K-ev

Mnp (K) est un K-ev de dimension fini et dim Mnp (K) = n*p

Multiplication de deux matrices



A=


     (Mnp (K)         B=          

      (Mpm (K)
        

A=( aij)  {1(i(n , 1(j(p}  

          B =( bij)  {1(i(p , 1(j(m}


A*B =       (aik * bkj) {1(i(n , 1(j(m}

On peut toujours multiplier deux matrices carrées Mn (K) donc Mn (K) est un anneau (non commutatif en général)  AB(BA

A(Mn (K) est dite  inversible s’il existe B(Mn (K) telle que

    




AB=BA=Id=
    B est unique et on note B = Aˉ¹ et on l’appelle inverse  

    





         de la matrice A

Soient E et F des K-ev de dimension p et n

Soit U(L k(E,F)

BE =( e1,e2,...,ep) une base de E

BF=( f1,f2,...,fn) une base de F

Les vecteurs U(e1),U(e2),…U(ep) ( F donc se décompose suivant la base  BF.

On a donc :

U(e1)= a11 * f1 + a21  * f2 + … + an1 fn=      ai1  * e1 


U(ep)=       aip * fi
On appelle la matrice de l’application linéaire U relativement au base BE Et BF la matrice 

(aij)  {1(i(n , 1(j(p}  

On la note : 

  U(e1)                 U(ep)










                                                                                f1         

M BEBF(U)=







          fn
Remarque : si on prend des bases canoniques l’application U est appelée application linéaire canoniquement associée à A

Soient deux  application linéaire U et V ( L k(E,F)

Soient deux base BE Et BF
Alors   MBEBF(U+V) = MBEBF(U) + MBEBF(V) 

           (((K  MBEBF((U) = ( MBEBF(U)

Soient U(L k(E,F) et V(L k(F,G) ou E, F et G sont de dimension fini

Soient BE , BF et BG  les bases respective de E, F, G

On sais que Vous(L k(E,G)

Alors MBEBG(VoU) = MBFBG(V) * MBEBF(U)

En particulier si U et V(L k(E)

Soient E et F des K-ev de dimension fini et U(L k(E,F)

Si U est bijective 

Alors dim E = dim F

Soient E et F des K-ev de même dimension et U(L k(E,F)

Si MBEBF(U) est inversible 

Alors U est bijective

MBEBF(Uˉ¹)= (MBEBF(U)) ˉ¹

Soit E un K-ev de dimension n et B = (e1,e2,...,en) une base de E 

Soit x (E il existe x1,x 2,...,xn (K tel que x=x1e1 + x 2e2 + ... + xnen =       xiei
les scalaires x1,x 2,...,xn sont appellés les coordonnées de x dans la base B
Soit B ' = (e'1,e'2,...,e'n) une autre base de E et soit x'1,x'2,...,x'n les coordonées de x dans la base B '

Notons :

e'1= p11  * e1 + p21 * e2 + … + pn1 * en=       pi1 * e1 


 e'n=      pin * ei     
       e'1           
          e'n







         e1
       PB(B ' =




PB(B ' est la matrice de
       en              passage de B à B '


Notons :     x1                        x'1 
            X=  ...      et  X'= ...      on à

                   ...                   ...

                   xn                  x'n           


      car PB(B ' =  MBB ' (Id) = PB '(B   

Coordonnée de l'image d'un vecteur

Soient U(L k(E,F)

           B = (e1,e2,...,en) une base de E

           C = (f1,f2,...,fn) une base de F

            x(E de coordonnée x1,x 2,...,xp       

y=U(x) (F de coordonée y1,y2,...,yp

Notons :     x1                        y1 
            X=  ...           Y=  ...       

                   ...                   ...

                   xn                  yn           

et   M= MBC (U)
Alors 

Changement de base pour une application linéaire

Soient U(L k(E,F)

           B et B '  des base de E

           C et C ' des base de F

Notons :   M= MBC (U)     et   M'= MB 'C ' (U)

Si on note :  P= PB (B '      et    Q= PC (C ' 

  
Alors on à :


Si U(L k(E)

Alors   B = C  

et   M = MB (U)
B ' = C '    

      M' = MB ' (U)

et on à : 

Rang d'une matrice 

Si x1,x 2,...,xk sont des vecteurs d'un K-ev 

Alrs on appelle rang du systeme de vecteur x1,x 2,...,xk la dimension du sous espace vectoriel qu'ils engendrent.    

Soit M(Mnp (K)

On appelle rang de la matrice M et on note rg M, le rang de l'application lineaire U cannoniquement associée à M.

Si on note  (e1,e2,...,ep) la base cannonique de  K 

On a donc : rg M = rg U = dim Im (U) 

     = dim Vect (U(e1),U(e2),…U(ep))

     = rg (U(e1),U(e2),…U(ep))






Colonnes de la matrice M

Soient U(L k(E,F)

           B une base de E

           C une base de F

Alors 

Soient M et M' (Mnp (K)

On dit que M est equivalente à M' s'il existe des matrices P(GLn(K) et Q(GLp(K)

tel que   

Remarque :

· M est equivalente à M

· Si M est equivalente à M'

                  Alors M' est equivalente à M

· Si M est equivalente à M' et M' est equivalent à M''

Alors M est equivalente à M''

Soit M(Mnp (K) de rang r 

Alors M est equivalente à la matrice Jr 







r

Jr = 





n-r


      r                p-r

Deux matrice M et M'(Mnp (K) sont equivalente ssi elles ont le même rang.

rg U = dim ( Im U ) 





rg U = dim E – dim ( Ker U )





dim ( F + G ) = dim F + dim G – dim G(F 
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X=PB(B '  X'





X'=PB '(B   X





Y = M X





M  = Qˉ¹ M' P


M' = Q    M  Pˉ¹  





M  = Pˉ¹ M' P


M' = P    M  Pˉ¹  








rg(x1,x 2,...,xk) = dim Vect(x1,x 2,...,xk)
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rg MBC (U) = rg U     





M = P M' Q








M' = Pˉ¹ M Qˉ¹
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