Analyse

Arcsinus & Arccosinus

Arcsin : [ -1 , 1 ] ( [ -(/2 , (/2 ] 


Arcsin ' x  = 1 (      1-x(  

Arccos : [ -1 , 1 ] ( [ 0 , ( ]



Arccos ' x  = -1 (      1-x(
Arctan :  [ -( , +( ] ( ] -(/2 , (/2 [

Arctan ' x  = 1
(  x(+1

Derivabilité

Soient f : R ( R  et x0 ( Df


1) f est derivable  (
     lim                     = f '(x0)   existe


Equation de la tangente T

y = f(x0) + (x- x0) f '(x0)

y = f '(x0)x + f(x0) - x0 f '(x0) (equation du droite ax+b)

2) f est derivable  (
   On pose h = x - x0

     lim                             = f '(x0)  
3) f est derivable  (
   Il existe une fonction ( : I/{x0} ( R

h(((h)

tel que  lim   ((h) = 0

tel que f(x0 + h) = f(x0 ) + h f '(x0) + h ((h)

D'apres 2)

lim  

                - f '(x0) = 0      quand h(I/{x0}


 


Derivabilité à gauche et à droite sur un intervalle [a ,b]

f derivable à gauche en x0 ( lim                         =  fg '(x0)   existe


f derivable à droite en x0 ( lim                        =  fd '(x0)   existe

Si  fg '(x0) ( fd '(x0) on dit que M(x0 , f(x0) ) est un point aveugle


(x([a ,b] f derivable en x (f '(x) existe)

f derivable sur [a ,b] (
fd '(a) existe





fg '(b) existe

Derivabilite et continuité

Si f est derivable en x0  alors f est continue en x0

La reciproque est fausse

Opperation sur les fonction derivable

Soit f et g : R(R et  x0(Df(Dg

Si f et g derivable en x0 alors : 

· ((,( on  a (f + (g derivable en x0 et ((f + (g)'(x0) = (f '(x0) + (g '(x0)
· fg est derivable en x0  et (fg)'(x0) = f '(x0) g(x0) + g '(x0) f(x0)
· si g ( 0 alors f/g est derivable en x0 et 
(f/g)'(x0) = f '(x0) g(x0) - g '(x0) f(x0)
  g(
Si  f ( Cⁿ(I)   (  
  f est n fois derivable sur I




  f ⁿ est continue sur I

Formule de Liebniz

Soit f et g n fois derivable sur I(Df(Dg

Alors fg est n fois derivable sur I

et on a       

Derivabilite des fonctions composée

Soit  f,g : R(R
        x(f(x)=y


    y(g(y)

g(y)=g(f(x))=gof(x)

Soit f derivable en x0 et g derivable en y0

Alors gof est derivable en x0 et (gof)'(x0) = g '(f(x0)) * f '(x0)

Derivabilite des fonctions reciproques

Soit f : I(R(R


Si    
-   f est strictement montone sur I

-   f continue sur I

-   f est derivable en x0(I et f'(x0) ( 0

Alors fˉ¹ est derivable en y0 = f(x0) et 

(fˉ¹)' (y0)=         1      .          fˉ¹(y0)= x0
                   f ' (fˉ¹(y0))


Lemme de Rolle

Soit f : R(R et [a , b](Df

Si 
-     f est continue dans [a , b]

· f derivable dans ]a , b[

· f(a) = f(b) = 0

Alors il existe c(]a , b[ tel que  


Theoreme des accroissement finis 
Soit f : R(R et [a , b](Df

Si 
-     f est continue dans [a , b]

· f derivable dans ]a , b[

Alors il existe c(]a , b[ definie par  :


Inneglité des accroissement finis

Soit f : R(R et [a , b](Df

Si 
-     f est continue dans [a , b]

· f derivable dans ]a , b[

-     f ' est bornée sur ]a , b[ ( ( M(R   tel que (x(]a , b[     |f '(x)|(M

Alors 

Application à la variation des fonctions

Soit f : R(R et I(Df

Si f est derivable 

Alors   -    Si (x(I, f '(x) > 0 Alors f est strictement croissante sur I

· Si (x(I, f '(x) < 0 Alors f est strictement decroissante sur I  

· Si pour I on à f '(x)=0 alors f = constante sur I

Application à la derivabilite

Soit f : R(R et x0(Df

On suppose qu'il existe un voisinage ]x0 - r , x0 + r[ ( Df

Si 
-    f est continue dans ]x0 - r , x0 + r[




· lim    f '(x) = l


Formules de Taylor - Lagrange

Soit f : R(R et [a , b](Df

Si 
-     f est n fois derivable dans [a , b]  (f(C ⁿ([a , b])

· la derivée n-ieme est continue sur [a , b]

· le derivée n+1 ieme existe est continue sur ]a , b[

Alors on à :










    Pour k=0 le premier therme est f(a)


Avec    Rn(c) = (b - a)     f        (c)

  
               (n+1)!

Rn(c) est appelle le reste d'ordre n du developpement de Taylor - Lagrange

Formule de Taylor - Mac Laurain

Soit f : R(R et I(Df  avec  0(I


Si f est n+1 fois derivable dans I 

Alors on à (x(I

 


Avec 0<(<1 et Rn((x) = f     ((x) x





(n+1)!

Rn((x) est le reste d'ordre n du developpement de Taylor - Mac Laurin

Le premier therme est f (0)

Pour les petites valeur de x (quand x(0) on à : 

Developement limité au voisinage de x=0

Soit f : R(R on suppose que Df contien au moin un voisinage pointé en x=0


Il existe r>0 tel que ]-r , r[( Df

On dit que f possede un developpement limité à l'ordre n(N en x=0 ssi

· il existe a0,a1,..., an(R


                               x(( (x) avec lim  ( (x) = 0


Tel que (x( ]-r , r[ on à : 

P(x) = a0 + a1x + ... + anxⁿ est la partie reguliére d'ordre n du developpement limité de f en x=0

xⁿ ( (x) s'ecrit de maniére symbolique o(xⁿ)

f(x) = P(x) + o(xⁿ) est appelle developpement limité de f en x=0 à l'ordre n

Developpement limité au voisinage de x0
Soit f : R(R et x0(Df

On suppose qu'il existe r>0 tel que ]x0 - r , x0 + r[ ( Df

On dit que f possede un developpement limite à l'ordre n en x0 ssi

· il existe a0,a1,..., an(R

                               x(( (x) avec lim  ( (x) = 0


On note (x - x0)ⁿ ( (x) = o((x - x0)ⁿ)

Remarque posons X=x - x0  ( x = X + x0

quand x( x0 ( X(0

Il y a equivalence entre : g(X)=f(X + x0)=f(x)

g possede un developpement limite à l'ordre n en X=0

et

g possede un developpement limite à l'ordre n en x=x0
Developpement limite au voisinage de ( ( ( developpement assymptotique )

Soit f : R(R
On suppose qu'il existe A>0 tel que]A , + ([ ( Df

on dit que f possede un developpement assymptotique au voisinage de +( à l'ordre n(N ssi

la fonction f definie par g(X)=f(1/X) possede un developpement limite à l'ordre n en  X=0

Soit f : R(R
On suppose qu'il existe A>0 tel que]- ( , -A[ ( Df

on dit que f possede un developpement assymptotique au voisinage de -( à l'ordre n(N ssi

la fonction f definie par g(X)=f(1/X) possede un developpement limite à l'ordre n en  X=0

Remarque pratique

Soit f une fonction possedent un developpement limite à l'ordre (1 en x=0

Alors a0  = lim   f(x)    et a1 = f '(0)


f   est la prolonge par continuite en 0 de la fonction f 


 f  (x) = 

Developpement limite fondamentaux



Sin x = x - x  + x   + ... + (-1)  x        + ... + (-1)  x       + o (x        )   

 
        3!    5!             (2k+1)!                 (2n+1)!

Cos x = 1 - x  + x   + … + (-1)    x     +o(x   )


         2!    4!


  2n!


e   = 1 + x + x   + x   + ... + x    + o(x   )

          

 2!    3!
    n!

Opperation sur les developpement limite

Combinaison lineaire de developpement limite

Soit f et g : R(R
Tel que ]-r , r[(Df


 ]-r , r[(Dg

On à    f(x) = P(x) + o(xⁿ)   deg P = n

g(x) = Q(x) + o(xⁿ)  deg Q = n

Si ((,((R

Alors (f + (g possede un developpement limite

(f + (g = (P(x) + (Q(x) + o(xⁿ)

Produit de developpement limite

Soit f et g : R(R
Tel que ]-r , r[(Df


 ]-r , r[(Dg

On à    f(x) = P(x) + o(xⁿ)   deg P = n

g(x) = Q(x) + o(xⁿ)  deg Q = n

Alors  f(x) * g(x) = P(x) * Q(x)  + o(xⁿ)
Division de developpement limite 

Soit f et g : R(R
Tel que ]-r , r[(Df


 ]-r , r[(Dg

Soit f(x) = a0 + a1x + ... + anx   + o(x  )
 = A(x) + o(x  )

(x(]-r , r[
      g(x) = b0 + b1x + ... + bnx  + o(x  )
 = B(x) + o(x  )

(x(]-r , r[

Si b0(0 

Alors  f/g possede un developpement limite à l'ordre n qui est le quotien de la division de A par B selon les puissance croissante de x à l'ordre n 


f(x)  = Q(x) + o(x   )


 g(x) 

Composé de developpemment limite

Soit    
f : x(f(x) = X

  
g : X(g(X) = g(f(x)) = gof(x)

Soit 
f(x) = a1 x + ... + an xⁿ + o(xⁿ ) 
 a0 = 0 car lim f(x)=0

g(X) = b0 + b1 X + ... + bn Xⁿ + o(Xⁿ )


Alors gof possede un developpement limite à l'ordre n en x=0 qui est

gof(x) = b0 + b1 [a1 x + ... + an x ⁿ] + ... + bn [a1 x + ... + an xⁿ ]ⁿ + o(Xⁿ )


Primitive de developpement limité

Soit f : R(R possedant un developpement limité à l'ordre n en x=0

f(x) =  a0 + a1 x + ... + an xⁿ + o(xⁿ )

Soit F verifiant F'(x) = f(x) et F(0) donnée

F possede un developpement limité à l'ordre n+1 en x=0 qui est




Calcul de limite

Methode : Quand on veux calculer une limite qui donne une forme indeterminée il faut ce ramener a une fraction et pour la calculer on donne un developpement limite du numerateur et du denominateur au même ordre le plus petit possible.

Comportement assymptotique d'une fonction ( comportement de la fonction en ( ()

Methode general : On donne un developpement limite de f(x)/x au voisinage de ( ( à l'ordre n(2

On pose X=1/x (  X(0

f(x) = X f ( 1) = g(X)

 x              (X)

g(x) = a0 + a1 X + a2 X² + ... + an Xⁿ + Xⁿ ((X)

f(x) =  a0 + a1  + a2   + ... + an  + 1   ((1/x)

 x 
       x      x ² 

xⁿ    xⁿ     
 f(x) = a0  x+ a1  + a2   + ... + an     + 1   ((1/x)

 
                  x      
   x       x     
Ceci est appelle developpement assymptotique de f à l'ordre n-1 et la droite 

D : y = a0  x+ a1  est appelle asymptote       oblique si a0(0

                                                                      horizontale si a0=0

Plus generalement y = a0  x+ a1  + a2/x



      …



      y = a0  x+ a1  + a2 /x + ... + an/x 

Sont appelle courbe assymptotique à la courbe aux voisinage de ( (
Position de la courbe representative de f par rapport à D

Si f(x) - (a0  x+ a1) ( 0 alors la courbe est au dessus de D

Si f(x) - (a0  x+ a1) < 0 alors la courbe est au dessous de D

Primitive 

Soit f : R(R et I(Df

On dit que F : I(R est une primitive de R sur I

Ssi F derivable sur I  et F'=f

Soit F et G deux primitive de f sur I

Alors il existe c(R tel que

F = G + c sur I

Soit f : R(R
    f(x) dx =  F(x)    = F(b) - F(a)  
avec a et b(I

F est une primitive arbitraire de f sur I

	f
	F
	f
	F

	      x              ((R 

                      ((-1
	  x         + c

   (+1
	      Sin(ax+b)
	  -1 cos(ax+b) + c

   a

	      xˉ¹= 1

            (x
	  ln(x) + c
	      Cos(ax+b)
	  1 sin(ax+b) + c

  a

	      U'U          ((R
                       ((1
	  U        + c

   (+1
	         1  _

      (1-x²
	  Arcsin x  + c

                I=]-1 , 1[

	      U'Uˉ¹ = U'
                   U
	  ln(U) + c
	        -1  _

      (1-x²
	  Arcos x  + c

  -Arcsin x  +c

	

	  
	        1 _

      1-x²
	  Arctan x  +c

          I=R

	

	
	
	


Integration par parites

· Pour les integrales indefinis


Soit f et g(C¹(I) alors 


     f(x) g '(x) dx = f(x) g(x) -    f '(x) g(x) dx

· Pour les integrales definis


Soit f et g(C¹(I) et a , b(I alors on à : 




    f(x) g '(x) dx  =    f(x) g(x)      -     f '(x) g(x) dx 

Changement de variable

· Pour les integrale indefinis


Soit f : R(R et J(Df


   F continue sur J


On ce donne une fonction


  ( : I(J


   t(x = ((x) 


on suppose que ( verifie



( est bijective de I sur J



( ( C¹(I)



((ˉ¹)' existe sur J 



On pose F(x) =    f(x) dx  et G(t) =      f(( (t)) ( '(t) dt



Alors F(x) = G((ˉ¹(x)) + c
    (x(J

· pour les integrales definis


Soit f : R(R et J=[a , b](Df


   F continue sur J


On ce donne une fonction


  ( : I(J


   t(x = ((x) 


on suppose que ( verifie



( est bijective de I sur J



( ( C¹(I)



((ˉ¹)' existe sur J 



Alors 




      f(x) dx  =      f(( (t)) ( '(t) dt      avec 
( = (ˉ¹(a)










( = (ˉ¹(b)
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T(x(x0)=AM(x(x0)
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x0 +h





f(x0 ) + h f '(x0)


 + h ((h)





h ((h)





h f '(x0)





x(x0(





x(x0





f(x) - f(x0)


    x-x0





x(x0





f(x) - f(x0)


    x-x0





+





                       n


(fg) ⁿ  =      C n f     g


              k=0





(





k





(k)





(n-k)





f ' (c) = 0





[            ]





f(a)





f(b)





a





b





c2





c1





f(b) - f(a) = (b-a) f '(c)





c2








c1








b





a





M





m





[            ]





B





A





+





|f(b) - f(a)| ( M | b - a |





-    f est derivable dans ]x0 - r , x0 + r[








 x(x0





Alors f est derivable en x0 et f '(x0) = l








 f (b) = f(a) + (b - a) f '(a) + (b - a)² f "(a) + ... + (b - a)ⁿ  f     (a) + Rn(c)


				       2!			n!





(n+1)





(n)





n+1





              n


f(b) =          (b - a)  f     (a)  + Rn(c)  


            k=0    





(k)





k





k!





(





(





k!





k





(k)





              n


f(x) =         f     (0) x    + Rn((x)  


            k=0   





(n+1)





n+1





(





k!





k





(k)





              n


f(x) (         f     (0) x      


            k=0   





-     il existe ( : ]-r , r[(R





x(0





f(x) = a0 + a1x + ... + anxⁿ + xⁿ ( (x)





-     il existe ( : ]x0 - r , x0 + r[ (R





x(0





f(x) = a0 + a1(x - x0) + ... + an(x - x0)ⁿ + (x - x0)ⁿ ( (x)





+





-





x(0





f(x)   si x(0


a1       si x=0





(1+x)   = 1 + ( x + ( (( - 1)  x² + ( (( - 1) (( - 2)  x³ + ... + ( (( - 1) (( - 2)... (( - n+1)  xⁿ


     2!			    3!   				     n!


+ o(xⁿ)
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F(x) = F(0) + a0 x + a1 x  + ... + an x         + o(x     )
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ln(1 - x) = -x - x  - x   - … - x    + o(x  )


  		    2     3             n
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   2           3	             n-1      n                  n





ln(1 + x) =  x - x   + x   - … +(-1)     x    + o(x  )
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