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ACB�DFEHG5IKJ<B�LNMOGPE"LRQPMTSUMTIRB<IKLVGPE"WXWXSZY\[]QX^"LRM`_a[5MbSdc5IRB�DFB�e.f BhgjikJ&B5LmlCn�B6o WhB5J2SdB5W�Bpg\B5WhG5SdGPBXqrc5IKS�WhBsomWhB5LmDtD-B�Q
[5eu[�J<B5LRMbQ�D"IvGPE"IKWPQPq�BXQXM#euikSwQpQ5[xi"IVQ5E"SULyD"IzeuBPG5M{B5IKW5l0n�f BhgjB5WhG5SdGpB]|yGPE"WXWhB�QToaEkLmD~}xIKL B�oaB5MTSUM{B&oaikWXMbSdB�DFB
e.f Bpgji"J<B�L�D-B6GPE"J�omSUeuikMbSdEkL�DFB��5i"LR��SdB5W��\�F�-��oaEkIKW�euBPc5IRB�eaIKL�GpEkWXWXSZYF[#DF[�Msi"SUeUe�[#i�D-[d�5}&[�Ms[���E"IKWXLRSdlNn�B�euBPG�MsB5IKW
B�QPM
D-EkLmG�SULR��SUM{[&}&Q5B�Wh[b��[�WhB5W�}]GPB�omWh[PGP[PD-B5LRM
GpEkWXWXSZYF[�l
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S −→ A , A | A

A −→ A B | B

B −→ 0 | 1

¨ �F¢����`�t���©��ª¬«��j�~�����~¡5�"�a����ªk¡H�b�N��j�©�a���a�`®����V�R�HªF�\�����a� ¡H�z¯°����±²�\�¬���F¡H¡H�³����ªF�a�dªF���b�F�§�d�
 a�a�b�\���2���jª-�b�~�a�d�&��´u���~���N�t£��"�<£��d���a�d�¬�]¥� ��d�"�N���d�mµ°¶]�b�������d�1���N�t£��¬�1£��b���a�d�"�
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¹ B5J<i"Whc5IRB�º�euE"WPQ5c5IRB�e.f EkL»Q5B�WhB�QXMbWhB5SULRM;}xIKLvLmE"J<¼5WhB¤B5LRMTSdB�W�B5M2c�IRB�e.f E"LyWhB�J�ome�i-GPB

B −→ 0 | 1
oRi"W

B −→ 0 | · · · | 9
q�E"LxEF¼�MTSdB5LRM²e�B#Q5GP_a[5J&i�D-B�MbWpi-D"IRG5MTSdE"LtDFE"LRL [2B5LxGPEkIKWPQ²oRE"IKW#e.f [5�"i"e½IRikMbSdEkL§D�f IKLtB�LNMbSdB5W5l

n�i<Q5B5IKeuB<D"S ¾�[5WhB5LmGPB<GPE"LRQPSwQXMsB2SdG�S�}�WhB�J�ome�i-GPB�W&¿-��oRi"W2��DFi"LaQ2euB2Q5Gp_R[�J<i-l�ACB�eui�GPEkWXWhBXQToRE"L D�}�eui�J<E"SUMTSd[
D-B2e.f BpgjB�WpG�SdGPB�l�n�i1Q5B5IKeuB�LmE"IK�"BPi"IKMs[&D-B&GPB�M�Bpg\B5WhG5SdGPB;GPEkLaQXSwQXM{B&}�GpEkJ�o WhB5LmD"WpB<GpEkJ2J<B5LRM�[��"i"e½IRB5W�e�i6oRi"WXMTSdB
D-[PG5SUJ&ikeuB�l

À�Á#ÂHÃkÄwÂ�ÅaÄ�ÆKÁ#ÄwÃ;Ç"ÃkÄ�Á5ÅaÈ�ÉaÊ�ËRÃ-ÊuÈpÁ#Æ°Ì ÅRË�ÆaÍHÂ�Ê�Î<ÃkÄ°Á�ÏÑÐ�ÆKÒFËaËaÍ6ÓRÃ-È�Ä�Ã2Ô`Ò-ÈpÎ�ÅRÄuÁ#ÏhÅaÊuÇ"Ã-ËFÐpÁ<Õ

anan−1 · · ·a2a1a0, b1b2 · · · bm = 2nan+2n−1an−1+· · ·+22a2+21a1+20a0+2−1b1+2−2b2 +· · · 2−mbm

ÖOÃkËRÏ�Â�Á�ÏpÂP×aÍHÎ&Ã
ËRÒ-ÅRÏ�ÅKÐhÊ�ÄuÊwÏhÒ-ËRÏHØ�Â5Ò-Î&Î&Á²ÆaÃ-ËRÏ�ÄTÌ Á5ÙKÁ5Î&ÓaÄ�ÁCÐhÈPÃkÊuÐhÍ²Á5Ë�Â5Ò-ÅaÈPÏ5Ø5ÄbÌ Ã"ÐhÐhÈpÊuÉaÅaÐ�ÚaÛKÜ
ÓmÒ-ÅaÈ�Î&Í5Î&Ò-ÈpÊ�ÏhÁ5È
ÄwÃ2Ç"Ã-ÄuÁHÅaÈ�ÆKÍHÂ5ÊuÎ<Ã-ÄuÁ#ÆKÁ#ÄwÃ&Ï.ÅaÊuÐhÁ�ÆaÁOÉRÊZÐPÏ�ÃkËRÃ-ÄuÝKÏhÍ5ÁFØ\Á5Ð�ÄbÌ Ò-Ë�Ã&ÆKÒFËRÂ;Õ

B −→ 0 Þzß
à ÚaÛKÜ�áãâåä
| 1 Þ�ß
à ÚaÛKÜ�á9æVä

À�Á0ÐpÈpÃ-ÊZÐpÁ5Î&Á5Ë\ÐCÆKÁ
Ä�ÃOÓRÃ-È.ÐpÊuÁ
ÁHËFÐpÊuçHÈhÁ0Á�ÐCÄwÃOÓRÃkÈhÐhÊ�Á
ÆKÍHÂ5ÊuÎ<ÃkÄ�Á
Í�ÐPÃkË\ÐCÆKÊZè Í5ÈpÁ5Ë\Ð�ØkËaÒ-ÅNÏ�Î&ÒKÆKÊuéRÒ-ËNÏ�Ä�ÃOê-ÈPÃkÎ&Î<ÃkÊ�ÈpÁ
ÆKÁ6ÄwÃ;ÔdÃ-ë�ÒFË�ÏhÅaÊ�Ç"ÃkË\ÐhÁ&Õ

S −→ A , A′ | A

A −→ A B | B

A′ −→ B A′ | B

B −→ 0 | 1

ì Ê�ËRÏhÊ�ÆaÃkËNÏ�ÄwÃ2ÈhçHê-Ä�Á
A −→ B

Ä�ÁOÏhÝjÎ�ÉmÒ-Ä�Á
B
Â�ÒFÈhÈpÁHÏhÓmÒ-ËRÆ1Ã-Å�ÂP×RÊZè ÈhÁOÄ�ÁOÓRÄuÅRÏ
í;êFÃ-ÅRÂP×aÁrÁ�Ð�ÄbÌ Í5Ç"Ã-ÄuÅRÃkÐhÊ�Ò-Ë�ÆKÁ

ÄwÃ2ÓNÃkÈhÐhÊ�ÁOÁHË\ÐhÊ�ç5ÈpÁ6ÏhÁOÔdÃkÊuÐ�Á5Ë�ÃkÓRÓaÄuÊwî\ÅRÃkË\Ð�Ä�Á6ÏpÂP×aÍHÎ&Ã&ÆKÁ�ï�Ò-ÈpËaÁ5È�Â5Ò-Î&Î&Á6ÏhÅaÊuÐ�Õ

2nan + 2n−1an−1 + · · · + 22a2 + 21a1 + 20a0 = 2(2(· · · (2an + an−1) + · · ·a2) + a1) + a0

ð



À�Á#ÏpÂP×aÍ5Î<Ã&ÆKÁOÐhÈPÃ-ÆaÅRÂXÐpÊuÒFË�Á�ÏÑÐ�ÆKÒFËRÂOÄuÁ�ÏhÅaÊ�Ç"ÃkË\Ð#Õ

A −→ A1 B Þ��0à ÚKÛKÜzá���� � æ à ÚaÛKÜ � ß0à ÚaÛKÜvä
| B Þ��0à ÚaÛKÜzá ß
à ÚaÛjÜvä

ÖOÃkËRÏ6ÄwÃ�ÈhçHê-Ä�Á
A′ −→ B

Ä�Á1ÏhÝ\Î2ÉNÒFÄuÁ
B

Â�ÒFÈhÈpÁHÏhÓmÒ-ËRÆ�Ã-Å³ÂP×aÊZè ÈpÁ;Ä�Á&ÓaÄ�ÅRÏ�í�ÆKÈpÒ-ÊuÐhÁ&Á�Ð�ÄTÌ ÍHÇ"ÃkÄ�ÅRÃ"ÐpÊuÒFËxÆKÁ&ÄwÃ
ÓRÃ-È.ÐpÊuÁ#ÆKÍ�Â�Ê�Î&Ã-ÄuÁ#ÏhÁOÔdÃkÊuÐ�Á5Ë�ÃkÓaÓRÄuÊwî\ÅRÃkË\Ð�ÄuÁ#ÏpÂP×aÍ5Î<Ã&ÆKÁ�ï�Ò-ÈpËaÁ5È�Â�ÒFÎ&Î;Á#ÏhÅaÊuÐ�Õ

2−1b1 + 2−2b2 + · · · 2−mbm = 2−1(b1 + 2−1(b2 + · · · 2−1(bm−1 + 2−1bm) · · ·))

À�Á#ÏpÂP×aÍ5Î<Ã&ÆKÁOÐhÈPÃ-ÆaÅRÂXÐpÊuÒFË�Á�ÏÑÐ�ÆKÒFËRÂOÄuÁ�ÏhÅaÊ�Ç"ÃkË\Ð#Õ

A′ −→ B A′1 Þ����Kà ÚaÛKÜzá	�
−1 
 ß0à ÚaÛKÜ��	�

−1 ��� æ à ÚKÛKÜ��ä
| B Þ����Kà ÚaÛKÜzá ß
à ÚaÛjÜvä

Ò-Å

A′ −→ B A′1 Þ����aà ÚaÛjÜzá��
−1 
 ß
à ÚaÛjÜ�� ��� æ à ÚaÛKÜ���ä

| B Þ����aà ÚaÛjÜzá��
−1

� ß
à ÚaÛKÜ»ä
À�Á�ÆaÍ�ÐpÃ-ÊuÄ�ÆKÅ�ÐhÈPÃkÊuÐhÁHÎ;ÁHË\Ð�ÆKÁ#ÄbÌ Á�ÙKÁHÎ;ÓRÄuÁFØRÍ�ÐPÃkË\Ð�ÅaËaÁ2ÃkÓaÓaÄ�ÊwÂ5ÃkÊuÐhÒFË�ÆaÊuÈpÁHÂ�ÐhÁ�ÆKÅ�Â5Ò-ÅaÈPÏ
Á�Ð�ÄwÃkÊwÏpÏ.ÍHÁ6í&ÄwÃ<ÂP×RÃ-ÈhêFÁ
ÆKÅ�Ä�ÁHÂXÐpÁ5ÅaÈ��
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��´u�a���H��ª-�d�a¡H�` ��d¡H�mµ���´��R£ ���jªk¡H�b¸����ªF�F¡��!���\�¬ªF�dªF� �\�H¡V��� ���F¡��\�¬���d���F�V±²�m���v¡��N��¡H��!�°±��"�j���H�b�N�
�K�"�`¡�«����F¡��d¯°�������H�m�#"%$'&($�)+*-,.0/1"�2�354�6�)+" &(*7/8$�"%38/9$�:�;%6<38/0���R���<�b�\¯°���j�²¡��N��¡H�j�&�d�j�;�a�����d¡H�d�m���;�m�
�x���d¡H�`±��d�bª-�K¡��d�m���#�����>=j�~�1���` m�j�a�v�H�m� ¡��"�\±��¬�j���j� ¡H�j�j��±��K�]�����H�j���C�����\���?�����\�b�N�V�Ñ´��������F±��d�
���N���������a���<�Ñ´��\���m��ªF�Nµ
¶ ±��K�¬¡H�`���� �d� �N�"�a�~�~�a�d�"� ���m� �a�t£��b�N��@ ���\�y���°±��"�j�H���d�m�����K�"�d¡H«��~�\¡H�d¯°���j�(�&���F¢����`�ã���
��ª�«��j�~�x���¤¡5�"�a����ª-¡H�d�m�å�\�y�a���R�`®����¤�a��ª-�j�����a� ¡��x±²�\�¬���F¡H¡H�a� ¡<���tªF�N���H¡5�"���d�"�¤����¡H�j�b�1�K�¬£��"�j�
�H®�� ¡H�A���b¯°���1�a£��H¡5�"�a�d¡H�O�"�\�����`¡H�Fµ%B6�"�jª-�b�H�\���b�]�H¡5�"��ª-¡H���"�1���<���m�����j�\�O��¡H�d�b�d���j��±²�m�����5¡���ª�CN�\��ª-�\¡
�K�¬£��¬��� �a�b������¯°�����b�\�;�N±²�\�¬�a¡H�d�m���2±��F�"�~�\¡H¡H�a� ¡&���¤�d���~�a���`±����d�\�jµ
¹ B5J<i"Whc5IRB�ºrGPB�M�Bpg\B5WhG5SdGPB�[5Msi"SUM6QXSUJ2SUe�i"SUWhB�}¤IKLvBhgjB5WhG�SdGPBO��i"SUM;B�LvGPE"IKWPQ�B5M#GPEkLaQXSwQXM{ikLRM#}xGPEkLaQXMbWXIKSUWpB]IKL
i"W5¼5WhB<QP^"LNM{iHgFSdc�IRB1iF¼XQXMTWhi"SUMOi¬QPQ5EHG5Sd[�}�IKLmB1Bpg�omWhB�QPQPSdEkL�i"WXSUM`_jJ<[�MTSdc5IRBHlCn�i�LmEkIK�¬BPikIKM{[1DFB1GPB�M6BhgjB5WhG5SdGpB]BXQXM
c5IRB�ehf i"W5¼5WhB1GPE"LRQPMTWXIKSUM�D-EkSUMED�MTWhB<EPomMTSUJ2SwQ5[roRE"IKW&i"�"E"SUWPq
euB1GPi¬Q;[PGP_a[Pi"LNMdq0MbWpE"SwQ?F²e Q;E"IxD-i"�"i"LNM{iHYFB�i¬QPQ5EHG5Sd[�Q
}<IKL¤LmE�B�IRD1GPEkWXWhBXQToRE"L D-i"LNM�}<IKLmB2EpoR[�Wpi"MTSdE"LHG EkI

∗
l

À�Ã;êFÈpÃ-Î;Î<Ã-ÊuÈpÁ�ÅKÐpÊuÄ�ÊwÏ.ÍHÁ#ÁHÏ.Ð
ÄwÃ&ê-ÈPÃkÎ&Î<ÃkÊ�ÈpÁ�ËaÒFË�Ã-Î�ÉaÊ�ê-ÅRÁOÆKÁ�Ï�Á�ÙKÓaÈpÁHÏpÏhÊuÒFËRÏ�Ã-ÈhÊuÐh×RÍ5Î<Ã"ÐpÊ�î\ÅaÁ�Ï6Õ

E −→ E + T | T

T −→ T ∗ F | F

F −→ ( E ) | id

À�Á�Ï�Ã"ÐhÐhÈpÊuÉaÅaÐpÏ
ËaÍ�Â�ÁHÏpÏpÃkÊ�ÈhÁ�Ï0ÏhÒ-Ë\Ð�Ä�ÁHÏ�ÏhÅaÊuÇ"Ã-ËFÐPÏ6Õ
I�J à Û�K!LAKAM1îFÅRÊ�ÆaÍHÏhÊuêFËaÁ�Ä�Á2ÓmÒ-Ê�Ë\ÐhÁHÅaÈOÏhÅaÈOÄ�Ã]ÈpÃFÂ�Ê�ËaÁ2ÆaÁ2ÄTÌ Ã-ÈhÉRÈhÁ�ÏhÝjË\ÐpÃ"ÙKÊwî\ÅaÁ�ÃkÉNÏÑÐpÈpÃ-ÊZÐOÈhÍ�ÆKÅaÊuÐ6ÃFÏhÏhÒKÂ�Ê�Í�í J ØÒ(N J ÆKÍHÏhÊ�ê-ËaÁ6ÅaË�ÏhÝ\Î2ÉNÒFÄuÁ6ËaÒFË]ÐpÁ5ÈpÎ&ÊuËRÃ-ÄPO�QSR]ÒFÅUTV�
I O à MW-XVY"Û!Z'ZmØFÆKÁOÐÑÝjÓmÁ#ÉNÒjÒ-Ä�Í5ÁHË�Øaî\ÅaÊ�Ê�ËRÆKÊwî\ÅaÁ�Ï.Ê°ÄTÌ ÃkÈpÉaÈhÁ6ÈpÍHÆKÅRÊZÐ�Ã-ÏpÏhÒjÂ5ÊuÍ#í[O1Á�ÏÑÐ�ÆKÁ6ÈPÃ-Â5ÊuËaÁ]\^�I R à MW-XVY`_aNÜ(X Ø-ÆKÁ6ÐÑÝjÓNÁ#ÉmÒjÒ-Ä�Í5ÁHË�Øaî\ÅaÊ�Ê�ËRÆKÊwîFÅRÁ6ÏhÊ�ÄTÌ Ã-ÈhÉRÈhÁOÈhÍ�ÆKÅaÊuÐ�Ã-ÏpÏ.ÒKÂ5ÊuÍ6í[R]ÁHÏ.Ð�ÆKÁ#ÈPÃ-Â�Ê�ËaÁ�b'�I ÄbÌ Ã"ÐhÐhÈpÊuÉaÅaÐEc-Z àed X'K2ÆaÍHÏhÊuêFËaÁ-Ø\Â�Ò-Î&Î&ÁrÆRÃkËRÏ²ÄuÁ6Â�ÒFÅaÈpÏHØkÄ�ÁrÓmÒ-Ê�Ë\ÐhÁHÅaÈ�ÏhÅaÈ0ÄbÌ Á5Ë\ÐhÈpÍ5ÁrÆKÁ�ÄwÃ#ÐPÃkÉaÄ�ÁrÆKÁ�Ï�ÏhÝjÎ�ÉmÒ-Ä�ÁHÏÏ.ÅaÈ9c-Z��
À�Á�Ï0Ô`Ò-ËRÂ�ÐhÊ�Ò-ËRÏ
ÓmÒ-ÅRÈ�Â�ÈpÍ5Á5È�Á5Ð�Î&Ã-ËaÊ�ÓaÅaÄ�Á5È�ÅaË�Ã-ÈhÉaÈpÁ6Ï.ÝjË\ÐpÃkÙjÊwî\ÅaÁ6ÃkÉRÏ.ÐhÈPÃkÊuÐ�ÈhÍ�ÆKÅaÊuÐ�ÏhÒ-Ë\Ð�Ä�ÁHÏ�ÏhÅaÊ�Ç¬Ã-Ë\ÐhÁHÏ6Õ
Igf K�M'M�KVY�hAM(a c-Ü\Ü!M 
 c-Z àid X!KV�OîFÅRÊ�Â�ÈpÍ5ÁOÅaË�Ã-ÈhÉRÈhÁrÈhÍ�ÆKÅaÊuÐ�í2ÅaËaÁOÔ`ÁHÅaÊuÄ�Ä�Á6Â5Ò-ÈpÈhÁ�Ï.ÓmÒ-ËNÆaÃkË\Ð0í2ÄTÌ ÒFÓNÍHÈpÃ-ËRÆKÁ[c�Z��j Á�Ð.ÐpÁ6Ô`Ò-ËRÂ�ÐhÊ�Ò-Ë�ÈhÁ�ÏÑÐpÊZÐpÅaÁ#Ä�ÁOÓmÒ-Ê�Ë\ÐhÁHÅaÈ�Ï.ÅRÈ�ÄbÌ ÃkÈpÉaÈpÁ6Ã-ÊuËNÏ.Ê�Â5ÈhÍHÍ(�

k



Igf K�M'M�KVY����'M(a�Z 
 � d Q���æ Q�����Ò(N���æ�Á�Ð���#Ï.ÒFË\Ð�ÆKÁHÅKÙ�ÓmÒ-Ê�Ë\ÐhÁ5ÅRÈpÏ ÏhÅaÈ ÆKÁHÏ Ã-ÈhÉRÈhÁ�Ï � j Á�ÐhÐhÁ0Ô`Ò-ËNÂXÐhÊ�Ò-Ë&Â�ÈpÍ5Á
ÅaËËaÒ-ÅaÇFÁ5ÄmÃkÈpÉaÈhÁ�ÆaÒ-Ë\Ð�ÄwÃ#ÈPÃ-Â�Ê�ËaÁ�Á�ÏÑÐ�ÄbÌ Ò-ÓmÍ5ÈPÃ"ÐpÁ5ÅaÈ�� d Á�Ð
ÆKÒ-Ë\Ð0ÄuÁ�Ï éRÄwÏ²ê\ÃkÅRÂP×RÁ�Á�Ð0ÆaÈhÒFÊZÐ
Ï.ÒFËFÐ�ÈhÁ�Ï.ÓmÁHÂ�ÐhÊ�Ç-Á5Î&ÁHËFÐÄuÁ�Ï�ÃkÈpÉaÈhÁ�Ï
ÆKÁ#ÈpÃFÂ�Ê�ËaÁHÏ	��æ6Á5Ð
���%� j Á5Ð.ÐhÁOÔ`ÒFËRÂXÐpÊuÒFË�ÈpÁHÏ.ÐhÊuÐhÅRÁOÄ�Á#ÓmÒ-Ê�ËFÐpÁ5ÅaÈ�ÏhÅaÈ�ÄTÌ Ã-ÈhÉRÈhÁ#ÃkÊ�ËRÏhÊ�Â�ÈpÍ5Í��
I � � �(aAXVY�h�c-Ü�W 
 �?Q���h��tÃ�ÑÒ-ÅKÐpÁ�ÄTÌ ÃkÈpÉaÈhÁ�ÆKÁ¤ÈpÃFÂ�Ê�ËaÁ��AhVÂ�ÒFÎ;Î&Á�ÅaËvËRÒ-ÅaÇFÁHÃkÅVéRÄwÏ1ÆKÈpÒ-ÊuÐ]ÆKÁ�ÄTÌ Ã-ÈhÉRÈhÁ�ÆKÁ
ÈpÃFÂ�Ê�ËaÁ���Á�Ð�ÈpÁHÏ.ÐhÊuÐhÅaÁ#Ä�Á6ÓNÒFÊuË\ÐhÁHÅaÈ�ÏhÅaÈ�ÄTÌ Ã-ÈhÉaÈpÁ��]Î&ÒjÆaÊZéRÍ��

À�Ã�Ô`Ò-ËRÂ�ÐhÊ�Ò-Ë � � �(aAXVY�h�c-Ü�W²ÁHÏ.Ð�ÅKÐhÊ�ÄuÊwÏhÍ5Á0ÄuÒFÈpÏpî\ÅaÁ²Ä�Á�ÉmÒjÒ-Ä�Í5ÁHË]O à M�W-XVYkÛ!Z!Z�Ò-Å]R à MW-X�Y _aNÜ(X�ÁHÏ.Ð�í�ÇjÈpÃ-ÊbØ¬Â�ÒFÎ;Î&ÁÂ�ÁHÄ�Ã;Á�ÏÑÐ�ÓaÈpÍHÏhÁ5Ë\ÐhÍ#ÆaÃ-ËRÏ
Ä�Á�ÏhÂP×aÍHÎ<Ã2ÆKÁ6ÐpÈpÃFÆKÅRÂ�ÐhÊ�Ò-Ë�Ï.ÅaÊ�Ç"ÃkË\Ð#Õ

F −→ ( E ) Þ T à Û�K!LAKAMzá O à Û�K!LAKAM»ä
| id Þ T à Û�K!LAK�MVá f KAM'M�KVY-h'M(a c-ÜjÜ�M 
 c�Z àid X'K��Vä

T −→ F Þ R à Û�K!LAK�MVá T à Û�K!LAK�M�� R à M�W-XVY _aRÜ(X�á	hKÛKÜ�W(M»ä
| T1 ∗ F Þ c-h�R�æ à MW-XVY`_aNÜ(XX��M��	R à Û�K!LAKAMzá � � �(aAXVY�h�c-Ü�W 
 R�æ à Û�K!LAK�M Q T à Û�K�LAK�M	�

MKÜ�W7M�R à Û�K!LAKAMzá f K�M'M�KVY����'M(a�Z 
 � � � Q5R�æ à Û�K!LAKAM0Q T à Û�K!LAKAM����
R à M�W-XVY _aRÜ(X�ágX'K!aMyä

E −→ T Þ O à Û�K!LAK�MVá R à Û�K!LAK�M�� O à M�W-XVYkÛ!Z!Z�á	hjÛKÜ�W(Myä
| E1 + T Þ c-h�O�æ à MW-XVY"Û!Z'ZX��M��	O à Û�K!LAKAMzá � � �(aAXVY�h�c-Ü�W 
 O�æ à Û�K!LAK�M Q R à Û�K�LAK�M	�

MKÜ�W7M�O à Û�K!LAKAMzá f K�M'M�KVY����'M(a�Z 
 � � � Q5O�æ à Û�K!LAKAM0Q R à Û�K!LAKAM����
O à M�W-XVYkÛ!Z!Zzá	X!K!aM»ä

ÀCÌ ÃkËNÃkÄ�ÝjÏhÁ�ÆKÁ2ÄbÌ Á�ÙKÁ5Î&ÓaÄ�Á�Á�ÏÑÐOÄ�Ã-Ê�ÏpÏ.ÍHÁ�í<ÄwÃ]ÂP×RÃ-ÈhêFÁ6ÆaÅ�ÄuÁ�ÂXÐpÁ5ÅaÈ�����ÒkÐpÁ5È�ÐpÒ-ÅKÐpÁ�Ô`ÒFÊ�ÏrîFÅRÁ�ÄuÁ;ÏhÂP×RÍ5Î<ÃaØmîFÅRÊ�Ô`Ò-ËNÂ��
ÐhÊ�Ò-ËRËaÁ<ÉaÊ�Á5Ë§ÁHÏ.Ð�ÄbÌ Á�ÙKÁHÎ;ÓRÄuÁ1ÆKÒFËaËaÍ1ÆaÃ-ËRÏ6ÄTÌ ÍHËaÒ-ËRÂ5Í<Ò-Å³Æ°Ì ÃkÅKÐpÈhÁ�Ï6Á�ÙKÁ5Î&ÓaÄ�ÁHÏ�Ï.Ê�Î&ÊuÄwÃkÊ�ÈhÁ�Ï5Ø°ËRÁ&Ô`Ò-ËRÂ�ÐhÊ�Ò-ËaËaÁHÈpÃ-ÊZÐ
ÓRÃFÏ�Ï.ÅaÈ�ÅRËaÁ6Á�ÙKÓaÈpÁHÏpÏ.Ê�Ò-Ë�ÃkÈpÊZÐp×aÎ&Í�ÐhÊwî\ÅaÁ���ÏhÅaÈ��TÓNÃkÈpÁ5Ë\Ðh×aÍ�Ï.ÍHÁ���Â5Ò-Î&Î&Á

a + (b + c) + d
�

��/1�
	������0���
��´��R£ ���jªk¡H�b¸2���zª-�\¡t�!���\�"ª-�dªF�V�j�H¡¤���VªF�N���5¡H�"���d�¬�z�����ª¬«��j�~������¡H�¬�R����ªk¡��d�m��N±�¡��d�~�b�H�§±��N���
�d�j�<�!�°±��¬�j���H�b�N���;£²���m�d�j�j�����j�2¯°������´u�j���m�j�����"��¯°��´u���»¯°���R���"��±��b�F¡]±²�N�������v¡��\�H¡&�"�\�b�K¡H�b�N�����\�
ª-�m�~�~� � � d K�MKÜ ß �! � d K�MjÜ ���j�H�b�N���&�Ñ´u���§���j�6�N±²�\�¬�a¡H�j���"�6�"�j�d�K¡��d�m�����j�d�

=, 6=,≤, >,
�\¡HªRµ°¶1¢��

���&±��"�������d�"�%�N±²�m�����.´u�!�°±��"�j���H�b�N�t£²���m�d�j�j����� 
!
'
 � á ß �"��K 
 f á�#V�!��Û$��Z%����X 
 OKá!T��'�&��K 
'
(' á*)V�Û$��Z 
�+ á-,�'� �����d�"�\ª-¡H�j�~�j� ¡2�b��ª-�������b� ¡H�\�"�~�j���b�a�`�"���R±�¡H�b�~�d���������` a�a� ¡������a���/. ��X-� 3 . 6 /83�0 )�*1¦

æ�âjâ 1 c�h � á ß . ��X2� æ�â'� 354 æ¬âjâ 1 c-h � á ß . ��X-�©æ¬â!�
æ�â æ 1 c�h f7698 # . ��X-�©æ¬â9: æ¬â æ 1 c-h f7698 # . ��X2� æ�â9:
æ�â'� 1 c�hgO 698 T . ��X-��R9;*4�O æ¬â'� 1 c-hgO 698 T . ��X2��R�;*4�O
æ�â9: 1 c�h ' 698 ) . ��X-��T �2<2= O æ¬â9: 1 c-h ' 698 ) . ��X2��T �2<2= Oæ�â*> 1 c�h + 698 , . ��X-��T �2<2= O æ¬â*> 1 c-h + á?, . ��X-��R9;$4�O
R�;*4�O@1 T �2<2= O@1

�� R9;$4�O �\¡ T �2<2= O ���j���d�m���j� ¡<�Ñ´��F¡��d¯°���\¡5¡H�¤���t�Ñ´u�b���H¡5�"��ªk¡��d�m�v�\�b�j�~�j� ¡H�a�d�¬�¤¥³�����jªF��¡��F���d�N�"�H¯°���
�Ñ´��!�°±��"�j�H���d�m�~£����N�b�j�\�������j�H¡;�\ a�a�b���j��¥ Ú'KKÛ%c ���"�j�H±²�jªk¡H�d N�j�~�j� ¡2¥ hKÛKÜAW(M µ
A�Ò-ÅaÈCÃkÐ.ÐpÁ5Ê�ËRÆKÈpÁ
Â5Á�ÐCÒFÉ2ÑÁHÂ�ÐhÊuÔÑØkÄbÌ ÊwÆKÍ5Á
ÁHÏ.Ð²ÆKÁ�ËaÁ
ÓaÈpÒKÆKÅaÊ�ÈhÁ�î\Å�Ì ÅaË<î\ÅRÃ-ÆKÈpÅaÓaÄ�Á�Ð Ä�Ò-ÈPÏhî\ÅaÁ
ÄTÌ ÒFË;Ã-ËRÃkÄ�ÝKÏ.Á0ÄTÌ Á5ÙjÓRÈhÁ�Ï��
ÏhÊuÒFË�ÛB� d K�MKÜHL�ÆKÁ�ÄwÃ;Ô`Ò-ÈpÎ;Á c�hãÛB� d K�MjÜ L . �(X-�DC��!ACÅaÊwÏ�ÆKÁ2ÂP×RÃkËaêFÁ5È�ÄTÌ ÒFÓNÍHÈpÃkÐhÁHÅaÈ�ÓRÃ-È�Ï.ÒFË"�XÒ-ÓRÓNÒ\Ï.Í9�
î\ÅRÃkËNÆ2Â5Á5ÄwÃ6ÁHÏ.ÐCËaÍHÂ5ÁHÏpÏhÃ-ÊuÈpÁ�ÓNÃkÈ Ä�Á�Â�Ò-Ë\ÐpÁ�ÙjÐhÁ�î\ÅaÁE�XÁHË\ÐhÒ-ÅRÈhÁ9�CÄTÌ Á5ÙKÓaÈhÁ�ÏhÏhÊ�Ò-Ë�Ø"Ò�N;ÄTÌ Ò-ÓaÓmÒFÏhÍ�ÆKÁ

=
Á�ÏÑÐ

<>
ØkÂ5Á5Ä�ÅaÊ

ÆKÁ
≤
ÁHÏ.Ð

>
ØKÁ5ÐpÂ7�

ì Ê�ËRÏhÊ�ÏhÊ°ÄbÌ Ò-Ë�Ã&ÄbÌ Á�ÙKÓaÈpÁHÏpÏhÊuÒFË�Â�ÒFÎ&ÓNÒ\Ï.ÍHÁ 
 Û»ágL �F��K 
HG á'Z%�6Ä�Á�Â�ÒKÆKÁ#í;ÓaÈpÒjÆaÅaÊuÈpÁ6ÁHÏ.Ð�Õ

Ü 1 c-håÛ»á�L . �(X-��R9;*4�O
Ü(�°æ 1 c-h G á Z . �(X-��R9;*4�O
T �2<2= OI1

ÐpÃ-ËRÆKÊwÏ]î\ÅaÁtÄuÁxÂ�ÒKÆKÁ¤ÃFÏhÏhÒKÂ�Ê�Í�í 
 Ûvá LV�zÛ���Z 
JG á	Z��¤ËRÍHÂ�Á�ÏhÏhÊuÐhÁ¤Ä�Á¤ÂP×RÃ-Ëaê-ÁHÎ&Á5Ë\Ð]Á5ËãÏ.ÒFËvÒ-ÓaÓmÒFÏhÍ¤ÆKÁ
ÄTÌ ÒFÓNÍHÈpÃkÐhÁ5ÅRÈ

=
ÆKÁ#ÄwÃ;ÏhÒ-ÅNÏ��{Á�ÙKÓaÈpÁHÏpÏ.Ê�Ò-Ë 
 Ûyá�L �1Õ

K



Ü 1 c�håÛ 698 L . �(X-��T �2<2= OÜ��°æ 1 c�h G á	Z . ��X2��R�;*4�O
T �2<9= O@1

A�Ò-ÅaÈ
ÈpÍHÃ-ÄuÊwÏ.ÁHÈ�Â�Á�ÐhÐhÁ#êFÍ5ËaÍHÈpÃkÐhÊ�Ò-Ë�ØjÒ-Ë�ÅKÐpÊuÄ�Ê�ÏhÁ#Ä�ÁHÏ
Ò-ÓmÍ5ÈPÃ"ÐpÊuÒFËRÏ���M��AX�M�_ d Q ' M$� G �!ZAM0Q f ��_ d Ü!M(X�M;ÆKÍ5éRËaÊ�ÁHÏ
Á5ËÂ�ÒFÅaÈPÏ1ÃkÊ�ËRÏhÊrî\Å�Ì ÅaËaÁ�ËaÒFÅaÇ-ÁHÄuÄ�Á�ÒFÓNÍHÈpÃkÐhÊ�Ò-Ë + �jÚ�M�K�W(M 
�� aRÛ!Z��¤î\ÅaÊrÂP×RÃ-Ëaê-Á�ÄTÌ Ò-ÓmÍ5ÈPÃ"ÐhÁHÅaÈ]Â5Ò-Ë\ÐhÁHË\Å»ÆRÃkËRÏ]ÄuÁ
î\ÅRÃ-ÆaÈhÅaÓRÄuÁ5Ð�Æ�Ì Í5ÐhÊwîFÅRÁ�Ð.ÐpÁ � aRÛ�Z&ÁHË�Ï.ÒFË�ÒFÓaÓmÒFÏhÍ(� j Á�ÐhÐhÁ6Ô`ÒFËRÂXÐpÊuÒFË�ÏhÁ5ÈPÃ;ÅKÐhÊ�Ä�Ê�ÏhÍ5Á�ÆaÃ-ËRÏ
Ä�Á�ÆKÁ5ÅKÙKÊ�ç5Î&Á#Á�ÙKÁHÎ;ÓRÄuÁ
Â�Ê �sÆKÁHÏpÏ.ÅNÏ&ÄuÒFÈpÏpî\ÅaÁ�ÄTÌ Ò-ÓmÍ5ÈPÃ"ÐhÁHÅaÈ]Û$��Z~Ï.ÁHÈpÃxÃkËNÃkÄ�ÝjÏhÍ(���²ÄuÄ�Á�ÓNÒFÈ.ÐpÁ5ÈPÃ§Ï.ÅaÈ<Ä�Á�ÆKÁHÈhËaÊ�Á5È1î\ÅRÃFÆKÈpÅaÓaÄ�Á�Ð1ê-ÍHËaÍ5ÈpÍ-Ø í
ÏpÃ¬Ç-Ò-Ê�È c�håÛ»ágL . ��X2�DC�
À�Á�Ï�ÃkÐ.ÐhÈpÊ�ÉaÅKÐpÏ;ÏhÒ-Ë\Ð2Â�ÁHÅKÙ³ÅKÐhÊ�Ä�Ê�ÏhÍHÏ2Á5Ë~Â5Ò-ÅaÈPÏ1Õ�O à X'K!aMNØ O à hKÛKÜ�W7M�Á�Ð � d K�MKÜ à ÚaÛKÜRØ°ÃkÅRî\ÅaÁHÄ²Ò-ËVÃ5ÑÒ-ÅaÐhÁ1ÅaË
ËaÒFÅaÇ-ÁHÄ ÃkÐ.ÐpÈhÊ�ÉaÅKÐ O à Ü\Û�W-X<î\ÅaÊ�ÆKÍ�Ï.Ê�ê-ËRÁOÄTÌ Í�ÐhÊwî\ÅaÁ�ÐhÐhÁ�ÆKÅ�ÆKÁHÈhËRÊuÁHÈ�îFÅNÃ-ÆKÈpÅaÓaÄ�Á�Ð�Ã-ÏpÏhÒjÂ5ÊuÍ6í OV�
À�Ã<Ô`Ò-ËRÂ�ÐhÊ�Ò-Ë�ÉmÒ\ÒFÄuÍHÁ5ËaËRÁ c!WAY!c � 
�� QPÜ��;Ï.ÁHÈpÃ&ÅaÐhÊ�ÄuÊwÏ.ÍHÁ�ÓmÒ-ÅaÈ�ÐhÁ�ÏÑÐpÁ5ÈrÏhÊ�Ä�Á2î\ÅRÃFÆKÈpÅaÓaÄ�Á�ÐrÆ°Ì Í�ÐpÊ�î\ÅaÁ5Ð.ÐpÁ � ÁHÏ.Ð�Ò-ÅËaÒFË�ÆaÃ-ËRÏ
ÄwÃ2Ä�ÊwÏÑÐpÁ2Ü��
À�Á0ÏhÂP×RÍ5Î<Ã�ÆKÁ�ÐhÈPÃ-ÆaÅRÂXÐpÊuÒFË�ÁHÏ.Ð�Ä�Á
Ï.ÅaÊ�Ç"ÃkË\Ð �
	rË2ÅKÐhÊ�ÄuÊwÏhÁ�ÄwÃ�êFÈpÃ-Î;Î<Ã-ÊuÈpÁ²ÃkÎ2ÉaÊ�ê-Å��0ÆKÁHÏ�Á�ÙKÓaÈpÁHÏpÏhÊuÒFËRÏ�ÉmÒjÒ-Ä�Í5Á5ËRËaÁHÏ
Á�Ð
ÄTÌ ÒFË�Â�ÒFËRÏhÊ�ÆKçHÈhÁOî\ÅaÁrÄ�ÁHÏ
Ã-Î�ÉaÊ�ê-ÅaÊuÐhÍ�Ï�ÏhÒ-Ë\Ð
ÄuÁHÇ-ÍHÁHÏHØ\Â5Ò-Î&Î&ÁrÁHË�²Ã-ÂHÂkØjÓRÃ-È0Ä�ÁHÏ�Èpç5ê-Ä�ÁHÏ0ÆKÁ6ÓaÈpÊuÒFÈhÊuÐhÍ�ÏCÁ5Ð�Æ�Ì ÃFÏ��
ÏhÒjÂ5Ê�ÃkÐhÊ�ÇjÊZÐpÍ0ÆKÁ�Ï�Ò-ÓmÍ5ÈPÃ"ÐpÁ5ÅaÈPÏ �"À�Ã�Ç"ÃkÈpÊwÃkÉaÄ�Á�êFÄuÒFÉRÃkÄ�Á	��M��'X � aaÛ!ZOÆKÍHÏhÊ�ê-ËaÁ0ÄbÌ Í�ÐpÊ�î\ÅaÁ5Ð.ÐpÁ�ÆKÅ2ÓRÈhÒKÂP×RÃ-ÊuË;îFÅNÃ-ÆKÈpÅaÓaÄ�Á�Ðí;ê-ÍHËaÍ5ÈpÁ5È��

E −→ id1 oprel id2 Þ O à Ü\Û�W-X»á ��M��'X � aaÛ!Z��
O à X'K!a�M�á f KAMKÜc!W-XAM 
 �M
�'X � aRÛ�Z����
O à hKÛKÜAW(M�á f K�MKÜc!W�X 
 � �
' M$� G ��ZAM 
 c�h c-Z æ àid X'K � d K�MKÜ à ÚaÛKÜ c�ZA� àid X!K . ��X-��������ä

E −→ E1 and Þ c-h#c!WAY!c � 
 O°æ à Ü\ÛW�X�QUO�æ à X'K!aM	� X��M�� c��KÚ�M�K�W7M 
 O�æ à Ü\ÛW-X � �
f ��_ d Ü�M�X�M 
 O�æ à X!K!aM0Q��M
�'X � aRÛ�Z��vä

E2 Þ O à X'K�aM�á OA� à X'K!a�M��
O à hKÛKÜAW(M�á f �$� G Û�X 
 O�æ à hKÛjÜ�W(M0Q O�� à hKÛjÜ�W(M	���
O à Ü\ÛW�X»á O�� à Ü\ÛW-Xãä

E −→ E1 or Þ c-h#c!WAY!c � 
 O°æ à Ü\ÛW�X�QUO�æ à hjÛKÜ�W(M	� X��M�� c��KÚ�M�K�W7M 
 O�æ à Ü\ÛW-X����
f ��_ d Ü�M�X�M 
 O�æ à hjÛKÜ�W(M0Q �M��'X � aRÛ!Z��vä

E2 Þ O à X'K�aM�á f �$� G Û�X 
 O�æ à X'K!aM0QUOA� à X'K!a�M	���
O à hKÛKÜAW(M�á OA� à hKÛKÜAW(M	� �
O à Ü\ÛW�X»á O�� à Ü\ÛW-Xãä

E −→ not E1 Þ O à X'K!aM�ágO�æ à hjÛKÜ�W(M �
O à hKÛKÜAW(M�á O°æ à X'K!a�M��
O à Ü\ÛW�X»á O�æ à Ü\ÛW-Xãä

E −→ ( E1 ) Þ O à X!K!aM�ágO�æ à X'K�aM��
O à hKÛKÜAW(M�á O°æ à hKÛKÜAW(M��
O à Ü\ÛW�X»á O�æ à Ü\ÛW-Xãä

À�Á#Ä�ÁHÂ�ÐhÁHÅaÈ�ÁHÏ.Ð�Ê�ËjÇ\ÊuÐhÍ�í<Â5Ò-ËRÏ.ÐhÈpÅaÊ�ÈhÁ6Ä�ÁHÏ�Ã-ÈhÉRÈhÁ�Ï�Ï.ÝjË\ÐpÃkÙjÊwî\ÅaÁHÏ�Ã-ËaËaÒ-ÐhÍHÏHØRÃFÏhÏhÒKÂ�Ê�ÍHÏ�í<ÆKÊuèmÍHÈhÁHË\ÐhÁHÏ�Á�ÙKÓaÈpÁHÏpÏ.Ê�Ò-ËRÏ
ÉmÒ\ÒFÄuÍHÁ5ËaËRÁHÏHØ�ÓNÒFÅaÈ�ÇFÍ5ÈpÊZéRÁHÈ�î\ÅaÁ Ä�Á²Â�ÒKÆKÁCÓRÈhÒKÆKÅaÊuÐ�Á�ÏÑÐ�Â5Ò-ÈpÈhÁ�ÂXÐ � ì Ê�ËRÏ.ÊFÄbÌ Ò-Ë6ÒFÉKÐhÊ�Á5Ë\Ð�Ä�ÁHÏ�ÐhÈPÃ-ÆKÅRÂ�ÐhÊ�Ò-ËRÏ�Ï.ÅaÊ�Ç"ÃkË\ÐhÁ�Ï Õ


 � á ß �&��K 
 f á�#V�&�(K 
 Ojá!TV� 
 � á ß �VÛ$��Z 
 f á�#V�VÛ$��Z 
 OKá�TV� 
 � á ß �VÛ$��Z 
 f á*#V�&��K 
 OKá!TV�
â@1 c�h � á ß . ��X-��R9;*4AO âI1 c-h � 698 ß . ��X2��T �2<2= O â@1 c-h � 698 ß . ��X-�g�
æ 1 c�h f á�# . ��X-��R9;*4AO æ�1 c-h f-698 # . ��X2��T �2<2= O æ 1 c-h f á�# . ��X-��R9;$4�O
�@1 c�hgOjá!T . ��X-��R9;*4AO �I1 c-hgOKá!T . ��X2��R�;*4�O �@1 c-h Ojá!T . ��X-��R9;$4�O
T �2<2= OI1 T �2<2= O@1 T �2<2= O@1

À�Á#Â5ÒjÆaÁOêFÍ5ËaÍHÈhÍ6ÓmÒ-ÅaÈ�ÄTÌ Á�ÙKÁ5Î&ÓaÄ�Á 
'
!
 � á ß � ��K 
 f á�#V�'��Û���Z%����X 
 OKá!TV�!�6Á�ÏÑÐ#Õ

3 1 c-h � á ß . ��X-�g�
æ 1 c-h f7698 # . ��X2��T �2<2= O�@1 c-hgOãá T . ��X-��T �9<2= OR9;$4�OI1

�



ÖOÃkËRÏ�ÄbÌ Í5ËaÒFËRÂ�ÍFØNÆKÁHÅKÙ�Â�ÒKÆKÁ�Ï�Ä�Í5ê-ÍHÈhÁHÎ&Á5Ë\Ð�ÆKÊuèmÍHÈhÁHËFÐPÏ�ÏhÒ-Ë\Ð�ÓaÈpÍHÏhÁ5Ë\ÐpÍHÏHØRÄ�Á�ÓaÈpÁ5Î&ÊuÁHÈrÃ¬ÇFÁHÂ6ÅaËaÁ;Ï.ÒFÈ.ÐpÊuÁ]R�;*4�O]í
ÄwÃ�éRË�Ø�Ä�Á]ÏhÁHÂ5Ò-ËRÆ³Ã¬ÇFÁHÂ;ÅaËaÁ]ÏhÒ-ÈhÐhÊ�Á T �2<9= OV� j Ò-Î&Î&Á1ÇFÒ-ÅRÏ#Ä�Á]Â5Ò-ËRÏ.ÐpÃkÐhÁ��1ÏhÅaÈ�Ä�ÁHÏ�Á�ÙKÁ5Î&ÓaÄ�ÁHÏ�Â�Ê �{ÆKÁ�ÏhÏhÅRÏHØ�Ä�ÁHÏÆKÁHÅKÙ�Â5ÃFÏ
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